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精度保証付き二重積分の方法まとめ

柏木 雅英

1 はじめに
精度保証付き二重積分の方法についてのメモ。

2 二重ベキ級数演算を用いた精度保証付き二重積分
ベキ級数演算を二重に重ねることによって 2変数関数の多項式による包含を得

ることができ、それを利用すると二重積分の精度保証が可能になる。
通常のベキ級数演算は

x0 + x1t+ x2t
2 + · · ·+ xnt

n

のように区間を係数とする tに関する多項式同士の演算である。これに対して、

(x00 + x01s+ x02s
2 + · · ·+ x0ns

n)

+(x10 + x11s+ x12s
2 + · · ·+ x1ns

n)t

+(x20 + x21s+ x22s
2 + · · ·+ x2ns

n)t2

+
...

+(xn0 + xn1s+ xn2s
2 + · · ·+ xnns

n)tn

のように「sのベキ級数を係数として持つような tのべき級数」を考え、これに対
して演算を行なう二重ベキ級数演算を考える。
複雑なように見えるが、例えば C++のテンプレート機能を用いて「係数の型
を自由にすげかえれらる」やり方でベキ級数演算を実装しているならば、二重ベ
キ級数演算は容易に実装可能である。すなわち、例えば psa<type>が type型を
係数とするベキ級数演算を行なうための型だとすると、1変数のベキ級数演算は
psa<interval>で行なうところを、psa<psa<interval>>を使えば二重ベキ級数演
算が実現できる。
さて、これを用いて、

I =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy

を精度保証付きで計算する方法を示す。
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(1) m1 ∈ [a, b]、m2 ∈ [c, d]を選び (典型的にはそれぞれの中点)、元の問題を平行
移動する。

I =

∫ d−m2

c−m2

∫ b−m1

a−m1

f(m1 + x,m2 + y)dxdy

(2) 二重ベキ級数 x, yを

x(t, s) = (0 + 0s) + (1 + 0s)t

y(t, s) = (0 + 1s) + (0 + 0s)t

のように初期化する。

(3) 二重べき級数
p1(t, s) = f(m1 + x(t, s),m2 + y(t, s))

を、tに関する定義域を [a−m1, b−m2]、sに関する定義域を [c−m2, d−m2]

として適当に選んだ次数 nでType-II PSAで計算する。

(4) p1(t, s)を tに関して不定積分したものを p2(t, s)とする。

p2(t, s) =

∫ t

0

p1(t, s)dt

(5)

p3(s) = p2(b−m1, s)− p2(a−m1, s)

を計算する。

(6) p3(s)を sに関して不定積分したものを p4(s)とする。

p4(s) =

∫ s

0

p3(s)ds

(7) 最終的な積分値は、
I = p4(d−m2)− p4(c−m2)

で求まる。

以下、実例を示す。ただし、区間の部分は短い桁数で外側に丸めたものを表示
している。

I =

∫ 5

3

∫ 5

3

1

x2 + y2
dxdy

を計算する。

(1) m1 = 4、m2 = 4とし、元の問題を平行移動する。

I =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

1

(4 + x)2 + (4 + y)2
dxdy
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(2) 二重ベキ級数 x(t, s), y(t, s)を

x(t, s) = t

y(t, s) = s

のように初期化する。

(3) 二重べき級数の次数を n = 2とし、

p1(t, s) =
1

(4 + x)2 + (4 + y)2

を、tに関する定義域を [−1, 1]、sに関する定義域を [−1, 1]としてType-II PSA

で計算する。以下は途中経過。

• 4 + x : 4 + t、 4 + y : 4 + s 。

• (4 + x)2 : 16 + 8t+ t2、 (4 + y)2 : 16 + 8s+ s2 。

• (4 + x)2 + (4 + y)2 : (32 + 8s+ s2) + (8 + 0s+ 0s2)t+ (1 + 0s+ 0s2)t2

• 1
(4+x)2+(4+y)2

:

(0.03125 −0.0078125s +[−0.0003, 0.006]s2 )

+(−0.0078125 +0.0039625s +[−0.005, 0.0007]s2 )t

+([−0.0003, 0.006] +[−0.007, 9× 10−5]s +[−0.03, 0.05]s2 )t2

(4) p1(t, s)を tに関して不定積分したものを p2(t, s)とする。

p2(t, s) = (0)

+(0.03125 −0.0078125s +[−0.0003,−0.006]s2 )t

+(−0.00390625 +0.001953125s +[−0.003, 0.0004]s2 )t2

+([−0.0001, 0.002] +[−0.003, 3× 10−5]s +[−0.009, 0.02]s2 )t3

(5)

p3(s) = p2(1, s)− p2(−1, s)

を計算する。

p3(s) = [0.062, 0.067] + [−0.020,−0.015]s+ [−0.021, 0.042]s2

(6) p3(s)を sに関して不定積分したものを p4(s)とする。

p4(s) = 0 + [0.062, 0.067]s+ [−0.0100,−0.0077]s2 + [−0.0069, 0.014]s3
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(7) 最終的な積分値は、
I = p4(1)− p4(−1)

で求まる。
[0.108, 0.163]

途中の過程 (3)で得られた区間多項式と与式の関係を図示すると、次のように
なる。
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区間多項式は全ての点 (x, y)において (平行移動された)与式を包含しており、与
式の積分を (簡単に積分できる)区間多項式の積分に帰着させている。

3 直積型公式の誤差評価
二重積分

I =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy

を考える。g : [a, b] → R に対する、分点

a ≤ x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ b

を用いた何らかの積分公式 ∫ b

a

g(x)dx ≃
n∑

i=0

aig(xi)

と、h : [c, d] → R に対する、分点

c ≤ y0 ≤ y1 ≤ · · · ≤ ym ≤ d
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を用いた何らかの積分公式 ∫ d

c

h(y)dy ≃
m∑
i=0

bih(yi)

を用いて、 ∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy ≃
m∑
j=0

bj

(
n∑

i=0

aif(xi, yj)

)

=
n∑

i=0

m∑
j=0

aibjf(xi, yj)

のように計算する公式を直積型公式という。
以下、直積型公式の誤差評価式を示す。

定理 1. Cp級の関数 g : R → Rの数値積分について、分点

a ≤ x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ b

を用いた p次の積分公式

∃ξ ∈ [a, b]

∫ b

a

g(x)dx =
n∑

i=0

aig(xi) + rg(p)(ξ) (1)

が成立し、またCq級の関数 h : R → Rの数値積分について、分点

c ≤ y0 ≤ y1 ≤ · · · ≤ ym ≤ d

を用いた q次の公式

∃µ ∈ [c, d]

∫ d

c

g(y)dy =
m∑
j=0

bjh(yj) + sh(q)(µ) (2)

が成立するとする。また、∀i ai ≥ 0, ∀j bj ≥ 0 を仮定する。
このとき、十分なめらかな f : R2 → Rについて、

∃ξ ∈ [a, b], µ ∈ [c, d], ξ ∈ [a, b], µ ∈ [c, d]∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy =
n∑

i=0

m∑
j=0

aibjf(xi, yj)

+ r(d− c)
∂pf

∂xp
(ξ, µ) + s(b− a)

∂qf

∂yq
(ξ, µ)

(3)

が成立する。
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証明. yを固定し、xについて数値積分公式 (1)を使うと、

∃ξ(y) ∈ [a, b]

∫ b

a

f(x, y)dx =
n∑

i=0

aif(xi, y) + r
∂pf

∂xp
(ξ(y), y)

が成立する。この両辺を yについて積分し数値積分公式 (2)を使うと、

∃µi ∈ [c, d]

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy =
n∑

i=0

ai

(
m∑
j=0

bjf(xi, yj) + s
∂qf

∂yq
(xi, µi)

)

+ r

∫ d

c

∂pf

∂xp
(ξ(y), y)dy

が成立する。ここで、
n∑

i=0

ai

(
m∑
j=0

bjf(xi, yj)

)
の部分は直積型積分公式に対応する。
次に

s
n∑

i=0

ai
∂qf

∂yq
(xi, µi)

の部分について議論する。まず、数値積分公式 (1)について g(x) = 1の場合を考
えると、

b− a =
n∑

i=0

ai

が分かる。ai ≥ 0で
∂qf

∂yq
は連続なので中間値の定理を繰り返し用いることにより1、

ある ξ ∈ [a, b], µ ∈ [c, d]が存在して

s

n∑
i=0

ai
∂qf

∂yq
(xi, µi) = s(b− a)

∂qf

∂yq
(ξ, µ)

が成立することが示せる。
最後に

r

∫ d

c

∂pf

∂xp
(ξ(y), y)dy

の部分であるが、
∂pf

∂xp
は連続なので、[a, b]× [c, d]で最小値M1、最大値M2を持つ。

M1 ≤
∂pf

∂xp
(ξ(y), y) ≤ M2

1連続関数 f : R → R について、a < b、p, q ≥ 0 のとき、中間値の定理により ∃ξ ∈
[a, b] pf(a)+qf(b)

p+q = f(ξ) が成立するので、∃ξ ∈ [a, b] pf(a) + qf(b) = (p + q)f(ξ) が言え
る。これを繰り返し使えばよい。
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cから dまで積分すると、

(d− c)M1 ≤
∫ d

c

∂pf

∂xp
(ξ(y), y)dy ≤ (d− c)M2

となり、d− cで割ると、

M1 ≤
1

d− c

∫ d

c

∂pf

∂xp
(ξ(y), y)dy ≤ M2

が成立する。よって、
∂pf

∂xp
に対して中間値の定理を使うと、ある ξ ∈ [a, b], µ ∈ [c, d]

が存在して
1

d− c

∫ d

c

∂pf

∂xp
(ξ(y), y)dy =

∂pf

∂xp
(ξ, µ)

が成立することが分かる。両辺に r(d− c)をかけて、

r

∫ d

c

∂pf

∂xp
(ξ(y), y)dy = r(d− c)

∂pf

∂xp
(ξ, µ)

となる。

注意 1. 定理では、∀i ai ≥ 0, ∀j bj ≥ 0 を仮定したが、証明中では前者しか使って
いない。また、積分の順序を入れ替えて同様に証明すると、後者のみしか使わな
いことになる。これから言えるのは、「どちらか片方を満たせば」定理の結論が導
けるということである。この仮定は不要な気もするが、うまく証明できない。誰
かお願い！

注意 2. (1)や (2)に使う積分公式は、Newton-Cotesの公式やGauss型積分公式な
ど、厳密な誤差評価が分かっている公式を使えばよい。ただし、Newton-Cotesの
場合は高次のときに係数が負になる場合があり、注意が必要である。

注意 3. この定理は、

Richard L. Burden, J. Douglas Faires: Numerical Analysis 9th Edition,

Cengage Learning, 2011

の pp.237–pp.238にあった二重 Simpson則の誤差評価式の解説を見て、それを一
般化し証明の誤りを修正したものである。教科書に載っている話であるからよく
知られている事実であろうと思われるが、出典が見つからず困っている。誰か教
えて下さい。
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4 直積型公式による精度保証付き二重積分
定理 1を精度保証付き数値積分に使うには、(3)の ξ, ξを区間 [a, b]、µ, µを区間

[c, d] として内部型が区間の自動微分を用いて評価してやればよい。
いわゆるSimpsonの公式を用いて計算した例を示す。Simpsonの公式は、Newton-

Cotesの閉公式の公式次数を n = 2 としたものである。
Newton-Cotesの閉公式は、区間 [a, b]の積分に対してそれを n等分した点

a = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn = b, ai = a+ i
b− a

n

を分点とし、Lagrange補間を使って近似する。すなわち、係数を

ai =

∫ xn

x0

∏
0≤j≤n,j ̸=i

x− xj

xi − xj

dx

とし、 ∫ b

a

f(x)dx ≃
n∑

i=0

aif(xi)

で近似する。誤差評価式は、nが偶数のときある ξ ∈ [a, b]が存在して∫ b

a

f(x)dx =
n∑

i=0

aif(xi) +
1

(n+ 2)!

(
b− a

n

)n+3 ∫ n

0

t2(t− 1) · · · (t− n)dt f (n+2)(ξ)

nが奇数のときある ξ ∈ [a, b]が存在して∫ b

a

f(x)dx =
n∑

i=0

aif(xi) +
1

(n+ 1)!

(
b− a

n

)n+2 ∫ n

0

t(t− 1) · · · (t− n)dt f (n+1)(ξ)

のようなものが知られている。
n = 1の場合を考えると、x0 = a, x1 = bとして∫ b

a

f(x)dx =
b− a

2
(f(x0) + f(x1))−

(b− a)3

12
f ′′(ξ)

となる。これはいわゆる台形公式。
n = 2の場合を考えると、x0 = a, x1 =

a+b
2
, x2 = bとして、∫ b

a

f(x)dx =
b− a

6
(f(x0) + 4f(x1) + f(x2))−

(b− a)5

2880
f (4)(ξ)

となり、これが Simpsonの公式である。
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これを定理 1の x方向および y方向の公式として用いて具体的に書いてみる。

x0 = a, x1 =
a+ b

2
, x2 = b

y0 = c, y1 =
c+ d

2
, y2 = d

a0 = a2 =
b− a

6
, a1 =

2(b− a)

3

b0 = b2 =
d− c

6
, b1 =

2(d− c)

3

として、

∃ξ ∈ [a, b], µ ∈ [c, d], ξ ∈ [a, b], µ ∈ [c, d]∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy =
2∑

i=0

2∑
j=0

aibjf(xi, yj)

− (d− c)(b− a)5

2880

∂4f

∂x4
(ξ, µ)− (b− a)(d− c)5

2880

∂4f

∂y4
(ξ, µ)

(4)

が成立する。
さて、これを使って前と同じ

I =

∫ 5

3

∫ 5

3

1

x2 + y2
dxdy

を計算してみよう。
近似の部分は、f(x, y) = 1/(x2 + y2)として、

1

9
(f(3, 3) + 4f(3, 4) + f(3, 5)

+4f(4, 3) + 16f(4, 4) + 4f(4, 5)

+f(5, 3) + 4f(5, 4) + f(5, 5))

で計算できる。
誤差部分

∂4f

∂x4
(ξ, µ),

∂4f

∂y4
(ξ, µ)

は、ξ, ξは区間 [a, b]に、µ, µは区間 [c, d]に置き換え計算する。関数の高階微分は
自動微分を利用する。自動微分と実質同等のType-I PSAを使った計算例を示す。

∂4f

∂x4
(ξ, µ) は、yを [3, 5]に固定して xに関する 1変数の関数と思って x ∈ [3, 5]

における高階微分を計算すればよい。ベキ級数 x(t)を

0 + t+ 0t2 + 0t3 + 0t4
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とし、f([3, 5] + x(t), [3, 5])をType-I PSAで計算すると、

x2 + y2 = [9, 25] + [6, 10]t+ t2 + [9, 25] = [18, 50] + [6, 10]t+ t2 + 0t3 + 0t4

1

x2 + y2
= [0.0199, 0.0556] + [−0.0309,−0.00239]t+ [−0.0028, 0.0168]t2

+ [−0.00943, 0.0034]t3 + [−0.00285, 0.00545]t4

となる。t4の係数に4!を乗じた [−0.0683, 0.131]が、
∂4f

∂x4
([3, 5], [3, 5])の包含となる。

∂4f

∂y4
(ξ, µ) も同様に f([3, 5], [3, 5] + x(t)) を Type-I PSA で計算すると、同じ

[−0.0683, 0.131] が得られる。
以上を総合すると、 ∫ 5

3

∫ 5

3

1

x2 + y2
dxdy ∈ [0.121, 0.131]

のようになる。

5 おわりに
Newton-CotesでなくGauss-Legendreを使えば、より高精度になることが期待
できるし、また全ての係数が正になることが保証されているのでより使いやすい。
そのうち試そう。ただ、Gauss-Legendreは分点の位置や係数が無理数になり、精
度保証付き数値計算にするためにはそれらをきちんと区間で包含する必要がある。
それが面倒。
二重ベキ級数の方法は精度は劣るが、機械的に高次に出来る、三角形領域での
積分に容易に拡張可能、特異関数の積分が出来る可能性がある、などのメリット
がある。
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