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本報告の目的

目的
端点に

除去可能特異点

ベキ型特異点

log型特異点

を持つような数値積分
∫ b
a f (t)dt を精度保証付きで計算すること。

例∫ 1

0

sin(t)

t
dt ∈ [0.94608307036684913, 0.94608307036909978]∫ 1

0

√
sin(t) cos(t)dt ∈ [0.51459724773239412, 0.51459724773239902]∫ 1

0

log(sin(t)) cos(t)dt ∈ [−0.98671202916248546,−0.98671202916247868]
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ベキ級数演算

ベキ級数演算
ベキ級数演算 (Power Series Arithmetic、以下 PSAと略す)は、有限
項で打ち切られた多項式

x0 + x1t + x2t
2 + · · ·+ xnt

n

同士の演算を行うもの

高次の項を捨ててしまう Type-Iと、高次の項の影響を捨てずに最高
次の係数 xn に入れ込む Type-IIの二通りの演算がある。

以下、Type-IIの演算のみを説明する。
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Type-II PSA

ベキ級数型

x0 + x1t + x2t
2 + · · ·+ xnt

n

固定された有限閉区間 D = [t1, t2] 上で定義される。

係数 x0, · · · , xnは区間。
ただし多くの場合、x0, · · · , xn−1は幅の狭い区間、xnは幅の広
い区間。
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演算規則 (1)

x(t) = x0 + x1t + x2t
2 + · · ·+ xnt

n

y(t) = y0 + y1t + y2t
2 + · · ·+ ynt

n

加減算

x(t)± y(t) = (x0 ± y0) + (x1 ± y1)t + · · · (xn ± yn)t
n

加算の例

x(t) = 1 + 2t − 3t2

y(t) = 1− t + t2

x(t) + y(t) = 2 + t − 2t2
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演算規則 (2)

乗算

(1) まず、打ち切り無しで乗算を行う。

x(t)× y(t) = z0 + z1t + · · ·+ z2nt
2n

zk =

min(k,n)∑
i=max(0,k−n)

xiyk−i

(2) 2n次から n次に減次する。

m次から n次への減次

x0 + x1t + x2t
2 + · · ·+ xmt

m =⇒ z0 + z1t + · · ·+ znt
n

zi = xi (0 ≤ i ≤ n − 1)

zn =

{
m∑
i=n

xi t
i−n | t ∈ D

}
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演算規則 (3)

乗算の例
定義域を D = [0, 0.1]とする。

x(t) = 1 + 2t − 3t2

y(t) = 1− t + t2

x(t)× y(t) = 1 + t − 4t2 + 5t3 − 3t4

= 1 + t + (−4 + 5t − 3t2)t2

∈ 1 + t +
{
−4 + 5t − 3t2 | t ∈ [0, 0.1]

}
t2

= 1 + t + [−4,−3.5]t2
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演算規則 (4)

sinなどの数学関数
その関数を g として、

g(x0 + x1t + · · ·+ xnt
n)

= g(x0) +
n−1∑
i=1

1

i !
g (i)(x0)(x1t + · · ·+ xnt

n)i

+
1

n!
g (n)

({
n∑

i=0

xi t
i | t ∈ D

})
(x1t + · · · xntn)n

のように g の点 x0 での剰余項付きの Taylor展開に代入することによっ
て得る。この計算中に現れる加算や乗算は Type-II PSAで行う。
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演算規則 (5)

除算
x ÷ y = x ∗ (1/y) と乗算と逆数関数に分解

不定積分 ∫ t

0
x(t)dt = x0t +

x1
2
t2 + · · · xn

n + 1
tn+1
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精度保証付き数値積分

積分区間内に特異点を持たない数値積分の方法を示す。区間 [xi , xi +∆t]
における積分 ∫ xi+∆t

xi

f (t)dt

を次のように計算する。
(1) n次のベキ級数

x(t) = 0 + t (+0t2 + · · · 0tn)

に対して、

y(t) =

∫ t

0
f (xi + x(t))dt

を [0,∆t]を定義域とした Type-II PSAで計算する。
(2) 計算結果 y(t)を

y(t) = y1t + y2t
2 + · · · yn+1t

n+1

とすると、積分値は y(∆t) で得られる。
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ステップ幅 ∆t の決定

nを展開の次数、εをmachine epsilonとして、Taylor展開の係数を元に

∆t =
ε

1
n

max(|xn−1|
1

n−1 , |xn|
1
n )

のように計算し修正したものを用いている (詳細略)。
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精度保証付き数値積分 (特異点無し)の例 (1)

∫ 10

0

sin(x)

cos(x2) + 1 + 2−10
dx

kv-0.4.23 [38.383526264535703,38.383526264649654]
octave 3.8.1 38.3837105761501
intlab 9 [38.34845927756175, 38.41859325162576]
Mathematica 10.1.0 0.0608979
matlab 2007b 38.383519835854528
keisan (ロンバーグ) 38.324147930794
keisan (Tanh-Sinh) 38.24858948837754677984
keisan (ガウス-ルジャンドル) 116.448156707725851273
intde2 by ooura 32.4641
python + scipy 36.48985372847387
CASIO fx-5800P 38.38352669
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精度保証付き数値積分 (特異点無し)の例 (2)
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特異点を持つ数値積分の精度保証

例∫ 1

0

sin(t)

t
dt∈ [0.94608307036684913, 0.94608307036909978]//////////////////////////////////////////////////////////∫ 1

0

√
sin(t) cos(t)dt∈ [0.51459724773239412, 0.51459724773239902]//////////////////////////////////////////////////////////∫ 1

0

log(sin(t)) cos(t)dt∈ [−0.98671202916248546,−0.98671202916247868]///////////////////////////////////////////////////////////////

このように特異点がある数値積分をさせるとプログラムは 0除算で
停止してしまう。
特異点のタイプを

除去可能特異点
ベキ型特異点
log型特異点

に限定し、その情報を教えてやることによって精度保証付きで数値
積分を計算する方法を考える。
以下、簡単のため、積分区間の左端に特異点がある場合で説明する。
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除去可能特異点を持つ場合

例えば
∫ 1
0

sin(t)
t dt のように、端点で 0

0 が現れるケース。この場合、分母
分子を psa型で評価すると、

y0 + y1t + · · ·+ ynt
n

x0 + x1t + · · ·+ xntn

の x0, y0がともに 0になっているはず。これを約分し、

y1 + y2t + · · ·+ ynt
n−1

x1 + x2t + · · ·+ xntn−1

とすれば、x1 ̸= 0なら計算を続行できる。
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ベキ型特異点を持つ場合

例えば
∫ 1
0

√
sin(t) cos(t)dtのような、f (t)αg(t) (ただし f (t)は端点で 0、

αは非整数)の形。nを、端点で f (n)(t) ̸= 0 となるような最小の nと
する。

f (t)αg(t) =

(
tn

f (t)

tn

)α

g(t) = tnαg(t)

(
f (t)

tn

)α

と変形し、分数の中を約分処理する。これにより、

g(t)

(
f (t)

tn

)α

= y0 + y1t + · · ·+ ynt
n

と得られたならば、

y0t
nα + y1t

1+nα + · · ·+ ynt
n+nα

という多項式に対して積分を実行する。
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log型特異点を持つ場合

例えば
∫ 1

0
log(sin(t)) cos(t)dt のような、log(f (t))g(t) (ただし f (t)は端点で 0)

の形。nを、端点で f (n)(t) ̸= 0 となるような最小の nとする。

log(f (t))g(t) = log

(
tn
f (t)

tn

)
g(t)

= ng(t) log t +

(
log

f (t)

tn

)
g(t)

と変形し、分数の中を約分処理する。このとき、後半の項は特異性が無いので
通常の方法で、前半の項は

ng(t) = y0 + y1t + · · ·+ ynt
n

と得られたならば、

y0 log t + y1t log t + · · ·+ ynt
n log t

に対して ∫ t

0

tk log tdt =
tk+1((k + 1) log(t)− 1)

(k + 1)2

を用いて項別積分を行う。
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数値例

例題の計算結果∫ 1

0

sin(t)

t
dt ∈ [0.94608307036684913, 0.94608307036909978]∫ 1

0

√
sin(t) cos(t)dt ∈ [0.51459724773239412, 0.51459724773239902]∫ 1

0

log(sin(t)) cos(t)dt ∈ [−0.98671202916248546,−0.98671202916247868]

使用した級数の次数は 12次。

ベータ関数

B(2−10, 2−10) =

∫ 1

0
t−1+2−10

(1− t)−1+2−10
dt

∈ [2047.9967918191002, 2047.9967918191047]
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数値例 (2次元)

2次元で境界に特異性を持つ計算例∫ 1
2

0

∫ 1
2

0
(10 sin(πx) sin(πy) + sin(3πx) sin(πy) + sin(πx) sin(3πy))

3
2

sin(πx) sin(πy)dxdy
∈ [1.6114819498544998, 1.6114819515539261]
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KVライブラリ

http://verifiedby.me/kv/で公開中。最新版は 0.4.23。

作成開始は 2007年秋頃。公開開始は 2013年 9月 18日。

言語は C++。boost C++ Libraries (http://www.boost.org/)も
必要。

全てヘッダファイルで記述されており、インストールはヘッダファ
イルをどこかに配置するだけ。

計算に使う数値の型を double以外の型に容易に変更することが出
来る。

オープンソースである。精度保証付き数値計算の結果が「証明」で
あると主張するならば、精度保証付き数値計算のプログラムが公開
されていないという状態はありえない。
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KVライブラリの主な機能

数値型

区間演算 (多数の数学関数
含む)

4倍精度 (double-double)演算

MPFRラッパー

複素数演算

自動微分

affine arithmeric

ベキ級数演算

アプリケーション
Krawczyk法による非線形方程式の精度保証

非線形方程式の全解探索

常微分方程式の初期値問題

常微分方程式の境界値問題

数値積分

特殊関数
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今後の課題
異なるタイプの特異性の取り扱い

無限積分

特異点の位置、特異点のタイプの自動判別 (無理かも)

KVライブラリ (http://verifiedby.me/kv/) は今回の成果を全て含ん
でいます。どしどしご利用ください!
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