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ベキ級数演算について

柏木 雅英

1 はじめに

(本文書は、[1],[2],[3]の内容を元にまとめ、少し加筆したものである。)
数値計算において、計算を行うと同時にその結果の誤差評価をも同時に計算するような方法を総称して精度

保証付き数値計算と呼び、近年急速な進歩を遂げている。精度保証付き数値計算の実現において最も基本的か

つ重要な技法に、区間演算が挙げられる。区間演算とは、実数値を [下限, 上限] という 2つの浮動小数点数で
挟まれた区間で表現し、その区間同士の加減乗除等の演算を「演算結果として有り得る集合を包含するよう

に」定義することにより行われるものである。そのとき、区間の両端を計算する際に丸めの向きを「外向き」

にしておくことによって丸め誤差の影響分を区間内に収め、丸め誤差の把握を行うことが出来る。また、区間

演算ではその定義の仕方から関数の値域 (区間入力の像) の評価を行うことが出来る。これを利用すると、不
動点定理を通じて方程式の解の精度保証を行うことが出来る。

一方、微分方程式などの「未知数が関数」な問題においても、同様の考え方で解の精度保証を行うことが出

来る。本稿では、そのような「区間関数」の表現方法の一つであるベキ級数演算について解説する。また、そ

れを応用した常微分方程式の初期値問題、関数値の評価、高階微分の計算、数値積分などの精度保証付き計算

法についても述べる。

2 区間演算

区間演算とは、実数値を [下限, 上限] という 2つの数で挟まれた区間で表現し、その区間同士の加減乗除等
の演算を「演算結果として有り得る集合を包含するように」定義することにより行われるものである。つま

り、区間演算は、区間 X,Y と、二項演算 · ⊂ {+,−,×,÷}、単項演算 g について、

X · Y ⊃ { x · y | x ∈ X, y ∈ Y }
g(X) ⊃ { f(x) | x ∈ X }

を満たすような集合演算として定められる。例えば、X,X をそれぞれ区間 X の下限、上限として、

X + Y = [X + Y ,X + Y ]

X − Y = [X − Y ,X − Y ]

X × Y = [min(XY ,XY ,XY ,XY ),max(XY ,XY ,XY ,XY )]

X/Y = [min(X/Y ,X/Y ,X/Y ,X/Y ),max(X/Y ,X/Y ,X/Y ,X/Y )] (Y 63 0)
√
X = [

√
X,
√
X] (X ≥ 0)

とすれば良い。区間演算が定義されているようなこの二項演算と単項演算の組合せで書かれた全ての関数 f に

ついて、区間演算を行えばその関数の値域の評価を行うことが出来る。すなわち、f の定義域に含まれる区間

X に対して、その関数を構成する全ての二項演算、単項演算に対して区間演算を行うことにより得られた結果
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を f(X)とすると、
f(X) ⊃ { f(x) | x ∈ X }

となることは明らかである。

多くの計算機で用いられている浮動小数点計算で区間演算を実現するには、上端と下端を浮動小数点数で保

持するのが普通である (下端上端型。中心半径型もある)。下端上端型の場合、例えば区間 X と Y の和 Z は、

Z ≤ X + Y

Z ≥ X + Y

を満たすように計算する。CPUの計算時に発生する丸めの向きを変更できる環境の場合、丸めを −∞ 方向に

変更してから X + Y を計算することにより所望の Z を、丸めを +∞ 方向に変更してから X + Y を計算す

ることにより所望の Z を得ることが出来る。このような計算により、区間演算は丸め誤差の把握を行うこと

が出来る。

3 ベキ級数演算

ベキ級数演算 (Power Series Arithmetic、以下 PSAと略す)は、有限項で打ち切られた多項式

x0 + x1t+ x2t
2 + · · ·+ xnt

n

同士の演算を行うものである。高次の項を捨ててしまう Type-Iと、高次の項の影響を捨てずに最高次の係数
xn に入れ込む Type-IIの二通りの演算がある。それぞれ、仮数部に入りきらない分を捨ててしまう浮動小数
点数による近似計算と、仮数部に入りきらない部分の影響を区間という形で保持する区間演算に対応させて考

えると分かりやすい。

3.1 Type-I PSA

Type-I PSAでは、n次のベキ級数

x(t) = x0 + x1t+ x2t
2 + · · ·+ xnt

n

同士の演算を行い、その際 n+ 1次以上の項は切り捨ててしまう。

加減算は次の様に定義する。

x(t)± y(t) = (x0 ± y0) + (x1 ± y1)t+ · · ·+ (xn ± yn)t
n

乗算は、

x(t)× y(t) = z0 + z1t+ z2t
2 + · · ·+ znt

n

zk =

k∑
i=0

xiyk−i

のように、高次項を切り捨てて行われる。

sinなどの数学関数の適用は、その関数を g として、

g(x0 + x1t+ · · ·+ xnt
n) = g(x0) +

n∑
i=1

1

i!
g(i)(x0)(x1t+ · · ·+ xnt

n)i
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のように g の点 x0 での Taylor展開に代入することによって得る。但し、途中に現れる加減算や乗算は上記
Type-I PSAによって行う。
除算は、x÷ y = x× (1/y) と乗算と逆数関数に分解することによって行う。

不定積分は、 ∫ t

0

x(t)dt = x0t+
x1

2
t2 + · · ·+ xn

n+ 1
tn+1

のように行う。

Type-I PSAと同様の演算は、

• Mathematicaの Series

• INTLAB[4]の taylor toolbox

などで行うことが出来る。また、[5]の 3.9節で述べられている高階微分を求める方法も実質的にほぼ同一と
見なせる。高階微分との関連については第 4節で説明する。

3.2 Type-I PSAの例

Type-I PSAの簡単な例を示す。次数は 2とする。

x(t) = 1 + 2t− 3t2

y(t) = 1− t+ t2

に対して、加減算は、

x(t) + y(t) = 2 + t− 2t2

x(t)− y(t) = 0 + 3t− 4t2

となる。乗算は、

x(t)× y(t) = 1 + t− 4t2 + 5t3 − 3t4

を t2 の項までで打ち切って、
x(t)× y(t) = 1 + t− 4t2

を計算結果とする。

数学関数の例を示す。log(x(t))は、まず、logの 1 (x(t)の定数項) における Taylor展開 (2次まで) を作る:

0 + (x− 1)− 1

2
(x− 1)2

これに x(t)を代入すると、

0 + (2t− 3t2)− 1

2
(2t− 3t2)2

となるが、これを Type-I PSAで計算すると (つまり乗算で 3次以降は削ると)、

0 + 2t− 5t2

となる。
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除算の例を示す。x(t)÷ y(t)は、まず数学関数の計算の要領で 1/y(t)を計算する。逆数関数 1/y の 1 (y(t)
の定数項) における Taylor展開

1− (y − 1) + (y − 1)2

に y(t)を代入し、
1− (−t+ t2) + (−t+ t2)2

を Type-I PSAで計算して、
1 + t+ 0t2

を得る。除算の結果はこれと x(t)の積

(1 + 2t− 3t2)(1 + t+ 0t2)

を Type-I PSAで計算して、
1 + 3t− t2

とする。

3.3 Type-II PSA

Type-II PSAでも、Type-I PSAと同様に n次のベキ級数

x(t) = x0 + x1t+ x2t
2 + · · ·+ xnt

n

同士の演算を行うが、n + 1次以降の高次項の情報を最高次の係数 xn を区間にすることによって吸収する。

これを実現するため、Type-II PSAを行うにはそのベキ級数の有効な定義域 (区間) D を D = [t1, t2] のよう

に予め定める必要がある。また、一般に D は 0を含むように定めるのが普通である。

Type-II PSAのベキ級数
x(t) = x0 + x1t+ x2t

2 + · · ·+ xnt
n

は、D 上で定義された連続関数 x∗(t)で、全ての t ∈ D について

x∗(t) ∈ x0 + x1t+ x2t
2 + · · ·+ xnt

n (右辺は区間演算する)

を満たすような関数の集合を表すものとする。

加減算は次の様に定義する。

x(t)± y(t) = (x0 ± y0) + (x1 ± y1)t+ · · ·+ (xn ± yn)t
n

乗算は次の手順で行われる。

(1) まず、打ち切り無しで乗算を行う。

x(t)× y(t) = z0 + z1t+ z2t
2 + · · ·+ z2nt

2n

zk =

min(k,n)∑
i=max(0,k−n)

xiyk−i

(2) 2n次から n次に減次する。
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減次は次のように定義する。

定義 3.1 (減次). ベキ級数 x(t) = x0 + x1t+ · · ·+ xmtm と次数 n < mに対して、x(t)の n次への減次を次

で定義する:

z0 + z1t+ · · ·+ znt
n

zi = xi (0 ≤ i ≤ n− 1)

zn =

{
m∑
i=n

xit
i−n

∣∣∣∣∣ t ∈ D

}
このように、n+1次以降の項は n次の項の係数に吸収するため、Type-II PSAにおける乗算の結果は真の

乗算の結果を含む集合となる。

注意 3.1. {
m∑
i=n

xit
i−n

∣∣∣∣∣ t ∈ D

}
の部分は、区間 D 上における多項式の値の評価である。単純に区間演算を行うのではなく、Horner法で計算
するなど、区間幅をなるべく狭く計算するような工夫をすると良い。

sinなどの数学関数の適用は、その関数を g として、

g(x0 + x1t+ · · ·+ xnt
n)

= g(x0) +

n−1∑
i=1

1

i!
g(i)(x0)(x1t+ · · ·+ xnt

n)i

+
1

n!
g(n)

(
hull

(
x0,

{
n∑

i=0

xit
i

∣∣∣∣∣ t ∈ D

}))
(x1t+ · · ·+ xnt

n)n

のように g の点 x0 での剰余項付きの Taylor展開に代入することによって得る。但し、途中に現れる加減算
や乗算は上記 Type-II PSAによって行う。式中の hullは凸包を表すが、

hull

(
x0,

{
n∑

i=0

xit
i

∣∣∣∣∣ t ∈ D

})
の部分は、0 ∈ D ならば x0 は当然後の集合に含まれるので単に{

n∑
i=0

xit
i

∣∣∣∣∣ t ∈ D

}
に置き換えてもよい。また、この集合の評価は乗算の場合と同様工夫すると良い。

除算は、x÷ y = x× (1/y) と乗算と逆数関数に分解することによって行う。

不定積分は、 ∫ t

0

x(t)dt = x0t+
x1

2
t2 + · · ·+ xn

n+ 1
tn+1

のように行う。不定積分の結果は、入力された関数集合の全ての元に対して、原点で値が 0であるような原始

関数を考えると、その全てを含むように定義されている。

Type-II PSAの係数は、基本的に n− 1項目までは点 (実数)、n項目は区間となるように設計されている。

浮動小数点数を用いて実装する場合は、きちんと精度保証するためには n− 1項目までの係数も区間にする必

要がある。このとき、n− 1項目までは丸め誤差のみに由来する幅の狭い区間、n項目は幅の広い区間になる。
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3.4 Type-II PSAの例

Type-II PSAの簡単な例を示す。次数は 2とし、定義域を D = [0, 0.1]とする。

x(t) = 1 + 2t− 3t2

y(t) = 1− t+ t2

に対して、加減算は、Type-I PSAと全く同じで、

x(t) + y(t) = 2 + t− 2t2

x(t)− y(t) = 0 + 3t− 4t2

となる。乗算は、

x(t)× y(t) = 1 + t− 4t2 + 5t3 − 3t4

= 1 + t+ (−4 + 5t− 3t2)t2

のように t2 以降の項を t2 で括り、括弧内を定義域 [0, 0.1]で評価すると、

− 4 + (5− 3× [0, 0.1])× [0, 0.1]

→ −4 + [4.7, 5]× [0, 0.1]

→ −4 + [0, 0.5]

→ [−4,−3.5]

となるので、

x(t)× y(t) = 1 + t+ [−4,−3.5]t2

を計算結果とする。この様子を図示する。

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t

1.00

1.01

1.02

1.03

1.04

1.05

1.06

1.07

x

1 +t−4t2

(1 +2t−3t2 )(1−t+t2 )

1 +t−3.5t2
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数学関数の例を示す。log(x(t))の Taylor展開を作るため、まず、x(t)の変域を計算する。

1 + (2− 3× [0, 0.1])× [0, 0.1]

→ 1 + [1.7, 2]× [0, 0.1]

→ 1 + [0, 0.2]

→ [1, 1.2]

これを用いて、logの 1 (x(t)の定数項) における Taylor展開 (2次まで) を剰余項付きで作る:

0 + (x− 1)− 1

2[1, 1.2]2
(x− 1)2

これに x(t)を代入すると、

0 + (2t− 3t2)− 1

2[1, 1.2]2
(2t− 3t2)2

となるが、これを Type-II PSAで計算し、

0 + 2t+ [−5,−143

36
]t2

となる。この様子を図示する。

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

0.16

0.18

x

0 +2t−5t2

log(1 +2t−3t2 )

0 +2t−143
36
t2

除算の例を示す。x(t)÷ y(t)は、まず数学関数の計算の要領で 1/y(t)を計算する。逆数関数 1/y の Taylor
展開を作るため、まず、y(t)の変域を計算する。

1 + (−1 + 1× [0, 0.1])× [0, 0.1]

→ 1 + [−1,−0.9]× [0, 0.1]

→ 1 + [−0.1, 0]

→ [0.9, 1]

逆数関数 1/y の 1 (y(t)の定数項) における剰余項付きの Taylor展開

1− (y − 1) +
1

[0.9, 1]3
(y − 1)2
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に y(t)を代入し、

1− (−t+ t2) +
1

[0.9, 1]3
(−t+ t2)2

を Type-II PSAで計算して、
1 + t+ [−0.2,

271

729
]t2

を得る。この様子を図示する。

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t

1.00

1.02

1.04

1.06

1.08

1.10

1.12

x

1 +t−0.2t2

1/(1−t+t2 )

1 +t+271
729
t2

除算の結果はこれと x(t)の積

(1 + 2t− 3t2)(1 + t+ [−0.2,
271

729
]t2)

を Type-II PSAで評価して、
1 + 3t+ [−37693

24300
,−458

729
]t2

となる。この様子を図示する。

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
t

1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

x

1 +3t−37693
24300

t2

(1 +2t−3t2 )/(1−t+t2 )

1 +3t−458
729
t2
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4 関数の高階微分

一変数関数 f : R → R に対して、点 c ∈ R における f の高階微分 f (k)(c) を Type-I PSAを用いて計算す
ることが出来る。f を cだけ平行移動した f(c+ x)を考え、

x(t) = 0 + t (+0t2 + · · ·+ 0tn)

を n次のベキ級数形式とし、
y(t) = f(c+ x(t))

を Type-I PSAで計算する。計算結果 y(t)を

y(t) = y0 + y1t+ y2t
2 + · · ·+ ynt

n

とすると、

f (k)(c) = k!yk

である。

例を挙げる。関数 f(x) = 1
1+x2 の点 2 における高階微分 f ′(2), f ′′(2), . . .を計算する。次数は 3次までと

する。ベキ級数 x(t)を
0 + t+ 0t2 + 0t3

とし、f(2 + x(t))を Type-I PSAで計算すると、

2 + x(t) : 2 + t+ 0t2 + 0t3

(2 + x(t))2 : 4 + 4t+ t2 + 0t3

1 + (2 + x(t))2 : 5 + 4t+ t2 + 0t3

1

1 + (2 + x(t))2
:
1

5
− 4

25
t+

11

125
t2 − 24

625
t3

となる。これにより、

f(2) =
1

5

f ′(2) = − 4

25

f ′′(2) =
22

125

f (3)(2) = −144

625

が分かる。実際、手計算すると、

f ′(x) = − 2x

(x2 + 1)2

f ′′(x) =
6x2 − 2

(x2 + 1)3

f (3)(x) = −24x(x2 − 1)

(x2 + 1)4

なので、正しく計算されていることが分かる。
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5 関数の値域の評価

Type-II PSAを用いて、1変数関数 f の区間 I の像を精密に評価することが出来る。c ∈ I とし (例えば
c = mid(I))、f を cだけ平行移動して

{f(x)|x ∈ I} = {f(c+ x)|x ∈ I − c}

を考え、これを I − cを定義域とした Type-II PSAで計算すると、f の包含が得られる。すなわち、n次のベ

キ級数

x(t) = 0 + t (+0t2 + · · ·+ 0tn)

を考え、

y(t) = f(c+ x(t))

を I − c を定義域とした Type-II PSA で計算すると、y(t) は f を含む区間多項式となっている。計算結果

y(t)を
y(t) = y0 + y1t+ y2t

2 + · · ·+ ynt
n

とすると、f(I)の包含は y(I − c) を計算することで得られる。y(I − c)の評価は、Type-II PSAの乗算の場
合と同様に工夫すると良い。

6 定積分

Type-II PSAを用いて、1変数関数 f の区間 [a, b] における定積分∫ b

a

f(t)dt

を計算できる。前節の方法と全く同様の方法で f を包含する多項式が得られるので、それを不定積分して原

始関数を得、区間端の値を代入して定積分の値を得る。

(1) c ∈ [a, b] を選ぶ。(例えば c = a+b
2 )

(2) n次のベキ級数
x(t) = 0 + t (+0t2 + · · ·+ 0tn)

に対して、

y(t) =

∫ t

0

f(c+ x(t))dt

を [a, b]− cを定義域とした Type-II PSAで計算する。
(3) 計算結果 y(t)を

y(t) = y1t+ y2t
2 + · · ·+ yn+1t

n+1

とすると、積分値は y(b− c)− y(a− c) で得られる。

c = a+b
2 と選んだ場合、計算結果は r = b−a

2 として y(r) − y(−r) で得られる。この場合、奇数次の項は

キャンセルするので計算が省けると考えたくなるが、
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(1) 係数 yi が区間であればキャンセルしない。

(2) cが区間 [a, b]の中心からわずかでもずれていればキャンセルしない。

ので、計算を省くには慎重な判断が要求される (計算を省くのはお勧めしない) 。
定積分の例を示す。 ∫ 2.5

1.5

1

1 + x2
dx

の計算を考える。次数を 2 とする。c = 2として、∫ 0.5

−0.5

1

1 + (2 + x)2
dx

と平行移動する。定義域を [−0.5, 0.5]とし、

x(t) = 0 + t+ 0t2

に対して、

y(t) =

∫ t

0

f(c+ x(t))dt

を計算すると、

2 + x(t) : 2 + t+ 0t2

(2 + x(t))2 : 4 + 4t+ t2

1 + (2 + x(t))2 : 5 + 4t+ t2

1

1 + (2 + x(t))2
:
1

5
− 4

25
t+ [− 5589

609725
,
31069

33275
]t2∫ t

0

1

1 + (2 + x(t))2
dt : 0 +

1

5
t− 2

25
t2 + [− 1863

609725
,
31069

99825
]t3

となる。これに対して y(0.5)− y(−0.5)を計算すると、

[
485917

2438900
,
110929

399300
]

が得られる。

実際の数値計算法として用いるには、適切に積分区間を分割するなどの工夫が必要となる。

7 常微分方程式の初期値問題

7.1 Picard型の不動点形式への変換

以下、次のような正規系の一階連立常微分方程式の初期値問題を精度保証付きで解くことを考える。

dx(t)

dt
= f(x(t), t) (1)

x(ts) = v (2)
t ∈ [ts, te] (3)

ここで x(t) は l次元ベクトル値関数である。
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解 x(t) を精度保証するため、[ts, te] を [0, te − ts] に平行移動し、両辺を積分して Picard型の不動点形式
に変換する:

x(t) = v +

∫ t

0

f(x(t), t+ ts)dt, (4)

t ∈ [0, te − ts]

X を閉区間 [0, te− ts]から Rl への連続関数全体の集合、P : X → X を (4)の右辺とする。Y ⊂ X をX の有

界閉凸部分集合とする。このとき、f が連続で P (Y ) = { P (x) | x ∈ Y } ⊂ Y が成立するならば、Schauder
の不動点定理により Y 内に P の不動点が存在することが保証され、それは (1)の解の存在を保証する。
また、f の Lipschitz連続性を仮定すれば解の唯一性を示すことも出来る。これは第 7.7節で示す。f がベ

キ級数演算が出来るような基本的な数学関数の組み合わせで書かれていて実際にベキ級数演算が実行できたな

らばそれ自身が f の Lipchitz連続性を示していると考えられるので、(特殊な演算をしない限り)解の唯一性
が言えると考えてよい。

7.2 解の Taylor展開の生成

Type-I PSAと (4)に対する Picard型反復を用いて、解の Taylor展開を計算することが出来る。

アルゴリズム 7.1 (解の Taylor展開の生成).

(1) ベキ級数 X0, T を、

X0 = v (+0t+ 0t2 + · · · )
T = (0+) t (+0t2 + · · · )

とする。

(2) k = 0とし、

(a) 次数 k の Type-I PSAで

Xk+1 = v +

∫ t

0

f(Xk, T + ts)dt (5)

を計算する。

(b) 次数 k = k + 1とする。

を n回繰り返す

(3) (4)の解の n次の Taylor展開が Xn として得られる。

このアルゴリズムは、初期値問題に対する n次の近似解法として十分よく機能する。

ただし、次節の解の精度保証の前段階として計算する場合は、ここで得られたXn の係数は解の真の Taylor
展開の係数を包含していなければならないので、Type-I PSAの係数は全て区間演算で計算する必要がある。

7.3 解の精度保証

Type-II PSAと (4)に対する Picard型反復を用いて、解の精度保証を行うことが出来る。
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アルゴリズム 7.2 (解の精度保証).

(1) Type-II PSA の定義域を D = [0, te − ts] と設定する。

Xn = x0 + x1t+ x2t
2 + · · ·+ xnt

n

をアルゴリズム 7.1で得られた n 次の Taylor展開とし、ベキ級数 T を

T = (0+) t (+0t2 + · · · )

とする。

(2) Xn の最終項の係数を膨らませた候補者集合

Yc = x0 + x1t+ x2t
2 + · · ·+ Vct

n

を作成する。具体的な作成方法の例は後述する。

(3) v +
∫ t

0
f(Yc, T + ts)dtを次数 n の Type-II PSAで計算し、n+ 1次から n次に減次したものを

Y = x0 + x1t+ x2t
2 + · · ·+ V tn (6)

とする。n− 1次までの係数は Xn と全く同じになることに注意。

(4) V ⊂ Vc なら Y 内に (4)の解の存在が保証される。存在が保証される理由の詳細は、7.7節を参照のこと。
(5) 更に、Y1 = Y, k = 1として、

(a) v +
∫ t

0
f(Yk, T + ts)dt を次数 n の Type-II PSA で計算し、n + 1 次から n 次に減次したものを

Yk+1 = x0 + x1t+ x2t
2 + · · ·+ Vk+1t

n とする。

(b) Vk+1 = Vk+1 ∩ Vk とする。

(c) k = k + 1

を繰り返すことにより精度を上げることも出来る。

候補者集合の作成は、例えば次の手順で行う。

アルゴリズム 7.3 (候補者集合の生成).

(1) v +
∫ t

0
f(Xn, T + ts)dt を次数 n の Type-II PSA で計算し、n + 1 次から n 次に減次したものを

Y0 = x0 + x1t+ · · ·+ V0t
n とする。

(2) r = ‖mag(V0 − xn)‖∞ とし、
Vc = xn + 2r ([−1, 1], . . . , [−1, 1])

T

とする。

本節で示した方法は、Lohnerの方法と違って大雑把な解の包含を必要としないので、ステップ幅 te − ts を

Lohner法より大きく取れる利点がある。

7.4 Lohner法

Lohnerの方法 [6]は、以下の通りである。
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自動微分法 [5]や、それと同等の Type-I PSAを用いたアルゴリズム 7.1により、初期値 v を元に解 x(t)

の n次の Taylor展開を得ることが出来る。この解を、

v + α1t+ α2t
2 + · · ·+ αnt

n (7)

と書く。

次に、大雑把な解の包含を得る。[0, te − ts]における解 x(t) を包含する候補者区間 Vc ⊂ IRl
を考える。

P (Vc) ⊂ v +

∫ t

0

f(V, [0, te − ts] + ts)dt

⊂ v + f(Vc, [ts, te])t

⊂ v + f(Vc, [ts, te])[0, te − ts] (8)

により、V = v + f(Vc, [ts, te])[0, te − ts] ⊂ Vc が成立すれば V 内に真の解 x(t)が包含されることが分かる。

V1 = V, k = 1として反復
Vk+1 = Vk ∩ (v + f(Vk, [ts, te])[0, te − ts])

で更に精度を上げることも出来る。

最後に、初期値 v の代わりに区間 V を、初期時刻 ts の代わりに区間時刻 [ts, te] を用いたアルゴリズム

7.1を再度実行する。こうして得られた Taylor展開を

V + β1t+ · · ·+ βnt
n (9)

とすると、

v + α1t+ · · ·+ αn−1t
n−1 + βnt

n (10)

((7) の n − 1 項目までと、(9) の n 項目を合わせたもの) に真の解が存在する。最終項は Taylor 展開の
Lagrangeの剰余項に相当する量である。
候補者区間 V の作成は、例えば次のように行えばよい。

(1) r = ‖mag(f(v, [ts, te])[0, te − ts])‖ とし、
(2) Vc = v + 2r ([−1, 1], . . . , [−1, 1])

T
とする。

7.5 初期値問題の精度保証の例

以下、簡単な例題を、PSA法と Lohner法を用いて解いたものを示す。

dx

dt
= −x2

x(0) = 1, t ∈ [0, 0.1]

ただし、展開の次数は n = 2とし区間は 10進 3桁程度で外側に丸めた。
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7.5.1 PSA法
Type-I PSAによる Taylor展開の生成

X0 = 1

X1 = 1 +

∫ t

0

(−X2
0 )dt = 1 +

∫ t

0

(−1)dt

= 1− t

X2 = 1 +

∫ t

0

(−X2
1 )dt = 1 +

∫ t

0

(−(1− t)2)dt

= 1 +

∫ t

0

(−(1− 2t))dt

= 1− t+ t2

候補者集合の生成

1 +

∫ t

0

(−X2
2 )dt

= 1 +

∫ t

0

(−(1− t+ t2)2)dt

= 1 +

∫ t

0

(−(1− 2t+ [2.8, 3]t2))dt

= 1− t+ t2 + [−1,−0.933]t3

2次に減次して、
Y0 = 1− t+ [0.9, 1]t2

r = ‖mag([0.9, 1]− 1)‖ = 0.1なので、

Yc = 1− t+ [0.8, 1.2]t2

Type-II PSAによる精度保証

1 +

∫ t

0

(−Y 2
c )dt

= 1− t+ t2 + [−1.14,−0.786]t3

2次に減次して、
Y = 1− t+ [0.886, 1]t2

[0.886, 1] ⊂ [0.8, 1.2]なので、Y 内に真の解が存在する。

この様子を図示する。
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この Y1 に t = 0.1を代入すると、

Y1(0.1) = [0.908, 0.91]

が得られ、x(0.1)の値を精度保証付きで計算できた。

7.5.2 Lohner法
Taylor展開の生成 PSA法と同じ。

X2 = 1− t+ t2

大雑把な解の包含の生成

r = ‖mag((−12)[0, 0.1])‖ = 0.1

Vc = 1 + 2× 0.1× [−1, 1] = [0.8, 1.2]

1 + (−[0.8, 1.2]2)[0, 0.1] = [0.856, 1]

[0.856, 1] ⊂ [0.8, 1.2]なので [0.856, 1]内に真の解が存在する。

解の包含の生成 初期値を [0.856, 1]として Taylor展開を行う。

X0 = [0.856, 1]

X1 = [0.856, 1] + [−1,−0.732]t

X2 = [0.856, 1] + [−1,−0.732]t+ [0.627, 1]t2

初期値を 1とした Taylor展開と合成した、

1− t+ [0.627, 1]t2

内に、真の解が存在する。

これに t = 0.1を代入すると、

[0.906, 0.91]

が得られ、x(0.1)の値を精度保証付きで計算できた。
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7.6 長い区間における初期値問題の精度保証

長い区間に渡って初期値問題の解を計算することを考える。以下、t = ts における値 v = x(ts) に対して、

x(te)を対応させる写像
φts,te : Rl → Rl, φts,te : x(ts) 7→ x(te)

を推進写像 (flow map)と呼ぶことにする。長い区間に渡る初期値問題の解は、t0 < t1 < t2 < · · · に対して

x(t1) = φt0,t1(x0)

x(t2) = φt1,t2(x(t1))

...

のように計算していく。

Lohner法で得られた (10)または PSA法で得られた (6)に t = te − ts を代入すると、φts,te(v)の包含が得

られる。しかし、こうすると x(ti+1)は x(ti)に値を加算する形になり、区間幅は増大する一方となる。長い

区間に渡って精度を保ったまま計算するには、推進写像の微分を利用して推進写像を書き換える方法がある。

7.6.1 推進写像の微分

推進写像の微分を得るには、x∗(t) を v を初期値とした (1) の真の解として、(1)の初期値に関する変分方
程式

d

dt
y(t) = fx(x

∗(t), t)y(t), y ∈ Rl×l (11)

y(ts) = I, t ∈ [ts, te]

を考えることが基本となる (I は単位行列)。この解 y(t) (これを基本解行列と呼ぶ) が得られれば、φ′
ts,te(v) =

y(te)である。

これを計算する方法は、次に挙げる 2通りが考えられる。
1つめは、x(t)と y(t)を連立させて l + l × l変数の初期値問題と考えて

d

dt
x(t) = f(x(t), t),

d

dt
y(t) = fx(x(t), t)y(t), (12)

x(ts) = v,

y(ts) = I, t ∈ [ts, te]

を解いて、x(t)と y(t)を同時に求める方法である。変数の数は多いものの、前に述べた第 7.2,7.3節の方法を
そのまま使うことが出来る。

2つめは、まず v を初期値とした (1) の真の解を包含する x∗(t) を n次のベキ級数の形で計算しておき、次

に変分方程式 (11)を解くという 2段階法である。なお、(11)に対して第 7.2節の方法を使うときは、次のよ
うになる。ベキ級数 x(t)を k次で打ち切ったものを trunc(x(t), k)とする。Type-I PSA型の変数 Y0 = I(単
位行列), T = tを用いて、k = 0とし、
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(1) 次数 k の Type-I PSAで

Yk+1 = I +

∫ t

0

fx(trunc(x∗(t), k), T + ts)Ykdt

を計算する。

(2) 次数 k = k + 1とする。

を n回繰り返す。

2つめの方法の方が変数の数が少ない (l × l 個)のでやや高速である。また、数値実験の結果、特に問題が
stiffな (硬い)場合に 2つ目の方法の方が大きな刻み幅で精度保証が成功することが多く、2つめの方法が現
時点の知見ではお勧めできる。

ここで、第 7.5節の例題に対して、上の 2つめの方法で実際に φ′ を計算した例を示す。すなわち、

dx

dt
= −x2

t ∈ [0, 0.1]

において、x(0)の値を決めたときに x(0.1)の値を返す関数を φ0,0.1 としたときの、φ′
0,0.1(1)を精度保証付き

で計算する。第 7.5節で計算した初期値 x(0) = 1のときの解の包含

1− t+ [0.886, 1]t2

を用い、(1× 1行列値関数)y に対する初期値問題

dy

dt
= −2(1− t+ [0.886, 1]t2)y

y(0) = 1, t ∈ [0, 0.1]

を解く。第 7.5節と同様に展開の次数は n = 2とし、区間は 10進 3桁程度で外側に丸めた。

Type-I PSAによる Taylor展開の生成

X0 = 1

X1 = 1 +

∫ t

0

(−2trunc(1− t+ [0.886, 1], 0))X0dt

= 1 +

∫ t

0

(−2× 1× 1)dt

= 1− 2t

X2 = 1 +

∫ t

0

(−2trunc(1− t+ [0.886, 1], 1))X1dt

= 1 +

∫ t

0

(−2(1− t)(1− 2t))dt

= 1 +

∫ t

0

(−2 + 6t)dt

= 1− 2t+ 3t2
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候補者集合の生成

1 +

∫ t

0

(−2(1− t+ [0.886, 1], 1))X2dt

= 1− 2t+ 3t2 + [−4,−3.59]t3

2次に減次して、
Y0 = 1− 2t+ [2.6, 3]t2

r = ‖[2.6, 3]− 3‖ = 0.4なので、

Y0 = 1− 2t+ [2.2, 3.8]t2

Type-II PSAによる精度保証

1 +

∫ t

0

(−2(1− t+ [0.886, 1], 1))Y0dt

= 1− 2t+ 3t2 + [−4.54,−3]t3

2次に減次して、
Y1 = 1− 2t+ [2.54, 3]t2

[2.54, 3] ⊂ [2.2, 3.8]なので、Y1 内に真の解が存在する。

この Y1 に t = 0.1を代入すると、

Y1(0.1) = [0.825, 0.83]

が得られ、φ′
0,0.1(0.1)の値を精度保証付きで計算できた。

7.6.2 推進写像の書き直し

推進写像を次のように書き直す。Ji を時刻 ti における解を含む区間、ci ∈ Ji を Ji の内部の点 (一般的には
Ji の中心)とする。このとき、各 x ∈ Ji に対して区間を返す関数

φti,ti+1(ci) + φ′
ti,ti+1

(Ji)(x− ci) (13)

が関数 φti,ti+1
(x)の包含となる。この形は一般に平均値形式と呼ばれる。φti,ti+1

(ci)を得るには、初期値を

ci として (10)または (6) を計算して t = ti+1 − ti を代入すればよい。φ′
ti,ti+1

(Ji)を得るには、初期値を Ji

として第 7.6.1節の方法を用いて y(t)の包含を計算し t = ti+1 − ti を代入すればよい。

なお、φts,te を n− 1次までの Taylor級数で表現できる項とそれ以外の部分に分解し、前者のみに平均値形
式を用いる方法も考えられるが、詳細は省略する。この方法は高速だが、正確な φ′

ti,ti+1
(Ji)を計算しないの

で、後述の境界値問題の精度保証で唯一性が保証できなくなるなどいくらか制限が生じる。

7.6.3 解の接続

(13) を用いて長い区間に渡る初期値問題の精度保証を行う。(13) は区間行列 Ai ∈ IRl×l
と区間ベクトル

Bi ∈ IRl
を用いて、

xi+1 = Ai(xi − ci) +Bi (14)

と書ける。一般に 次元 l > 1の場合、この計算を単純に区間演算で行うと wrapping effectと呼ばれる問題を
引き起こし、区間幅が増大してしまう。
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[7]では、この計算を affine arithmetic[8] で行うと高精度に計算できることを示している。
単にそのまま計算しても良いが、ダミー変数 εの増加を最小限にするには、次のようにするとよい。式 (14)

の Ai の中心行列を Mi として、

xi+1 = (Ai −Mi +Mi)(xi − ci) +Bi

= Mi(xi − ci) +Bi + (Ai −Mi)(xi − ci)

のように変形し、

Bi + (Ai −Mi)(xi − ci)

の部分を (affine型から)区間化したものを B′
i とし、

xi+1 = Mi(xi − ci) +B′
i

という計算を行う。こうすると、affine arithmeticの実装の仕方次第ではあるが、一反復あたりのダミー変数
の増加は

• n2 + n個 (元のままの場合。Ai の affine化で n2 個、Bi の affine化で n個)
• n個 (変形を行った場合。B′

i の affine化で n個)

のように抑えることが出来る。

affine arithmeticを使うとダミー変数の増加によって計算が進むにつれて遅くなっていく問題があるが、[9]
でダミー変数を削減することによって速度低下を抑える方法を示している。

一方、Lohner[6] は、次のような QR 分解に基づく方法を示している。J0 を初期値、c0 = mid(J0),
K0 = J0 − c0, Q0 = I, i = 0とし、

(1) Ji を元に Ai, Bi を計算する。

(2) ci+1 = mid(Bi)

(3) AiQi の中心を

mid(AiQi) ' QR

のように (近似)QR分解し、得られた Qを Qi+1 とする。

(4) Ki+1 = (Q−1
i+1AiQi)Ki +Q−1

i+1(Bi − ci)

(5) Ji+1 = Qi+1Ki+1 + ci+1

(6) i = i+ 1

を繰り返す。ただし、Q−1
i+1 は Qi+1 の真の逆行列またはそれを含む区間行列でなければならない。

7.7 縮小写像原理による解の一意性

7.3節の手法によって計算された解の一意性は、以下で保証される。

定理 7.1. DをRlの部分集合、f : D× [0,∆t] → Rlを Lipschtz連続とする。すなわち、∀x, y ∈ D, t ∈ [0,∆t]

に対してある定数 Lが存在して
‖f(x, t)− f(y, t)‖ ≤ L‖x− y‖

が成立するとする。
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X を閉区間 [0,∆t]から Rl への連続関数全体の集合とし、X での不動点問題

x(t) = v +

∫ t

0

f(x(t), t)dt, (15)

t ∈ [0,∆t]

を考える。P : X → X を

P : x(t) 7→ v +

∫ t

0

f(x(t), t)dt

((15)の右辺)とし、Y ⊂ X を ∀x(t) ∈ Y について ∀t x(t) ∈ D を満たすような X の閉部分集合とする。こ

のとき、もし P (Y ) = { P (x) | x ∈ Y } ⊂ Y が成立するならば、Y 内に P の不動点が唯一存在する。

0 ∆t
t

R
l

D

Y

P(Y)

証明. x ∈ X のノルムを
‖x‖L = sup

t∈[0,∆t]

e−2Lt‖x(t)‖

で定める。u, v ∈ Y について、

‖P (u)− P (v)‖L = sup
t∈[0,∆t]

e−2Lt

∥∥∥∥∫ t

0

(f(u(t), t)− f(v(t), t))dt

∥∥∥∥
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である。固定した t ∈ [0,∆t]について、

e−2Lt

∥∥∥∥∫ t

0

(f(u(t), t)− f(v(t), t))dt

∥∥∥∥ ≤ e−2Lt

∥∥∥∥∫ t

0

‖f(u(t), t)− f(v(t), t)‖ dt
∥∥∥∥

≤ e−2Lt

∥∥∥∥∫ t

0

L ‖u(t)− v(t)‖ dt
∥∥∥∥

≤ Le−2Lt

∥∥∥∥∫ t

0

e2Lte−2Lt ‖u(t)− v(t)‖ dt
∥∥∥∥

≤ Le−2Lt

∥∥∥∥∫ t

0

e2Lt ‖u− v‖L dt

∥∥∥∥
= Le−2Lt 1

2L

[
e2Lt

]t
0
‖u− v‖L

=
1

2
e−2Lt

(
e2Lt − 1

)
‖u− v‖L

=
1

2

(
1− e−2Lt

)
‖u− v‖L

となるので、supを取ると
‖P (u)− P (v)‖L ≤ 1

2
‖u− v‖L

が成立する。これは P が Y 内で縮小的であることを示しており、よって縮小写像原理により P は Y に唯一

の不動点を持つ。

8 射撃法による境界値問題の精度保証

m点境界値問題は、一般に

d

dt
x(t) = f(x(t), t), x, f ∈ Rl

r(x(t1), x(t2), . . . , x(tm)) = 0, r : (Rl)m → Rl

t ∈ [t1, tm]

と書ける。関数 r は境界条件である。x(t1) = v とおくと、x(ti) = φt1,ti(v) なのでこれを境界条件に代入し

て、方程式

r(v, φt1,t2(v), . . . , φt1,tm(v)) = 0

を v について精度保証付きで解けばよい。得られた v を初期値として改めて初期値問題を解けば、解の全

体が得られる。すなわち、初期値問題を正確に解けるならば、いわゆる射撃法 (shooting method)がそのま
ま境界値問題の精度保証付き解法となる。この v に関する非線形方程式の解の精度保証を行うには、例えば

Krawczyk法を用いればよい。但し、Krawczyk法を用いるには推進写像 φの微分が必要であり、それには第

7.6.1節の方法で計算したものを用いる。
例えば、次の 2点境界値問題 (Bratu問題)

d2u

dt2
= − exp(u), u(0) = u(1) = 0
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の解を求める問題を考えよう。t1 = 0, t2 = 1とする。x1 = u, x2 = dx1

dt として一階に直すと、

d

dt

(
x1

x2

)
=

(
x2

− exp(x1)

)
となる。φts,te をその推進写像とすると、

v =

(
v1
v2

)
=

(
x1(t1)
x2(t1)

)
を未知数とする方程式

r

((
v1
v2

)
, φt1,t2

(
v1
v2

))
=

 v1

φ
(1)
t1,t2

(
v1
v2

) =

(
0
0

)

を解くことに帰着する。但し、(i) はベクトルの第 i成分を取り出す演算子とする。

この場合は、v1 = 0がすぐに分かるので消去すると v2 のみを未知数とする

φ
(1)
t1,t2

(
0
v2

)
= 0

が実質的に解くべき方程式となるが、これは 2点境界値問題の射撃法そのものを表している。

9 ベキ級数演算の無駄の削減

7.2節のアルゴリズムのように、同じ関数に対するベキ級数演算を次数を変えながら繰り返すとき、うまく
工夫すると計算の無駄を大きく削減することが出来る。

例えば、

dx

dt
= −x2

x(0) = 1

23



の点 t = 0における Taylor展開を得るとき、

X0 = 1

X1 = 1 +

∫ t

0

(−X2
0 )dt = 1 +

∫ t

0

(−1)dt

= 1− t

X2 = 1 +

∫ t

0

(−X2
1 )dt = 1 +

∫ t

0

(−(1− t)2)dt

= 1 +

∫ t

0

(−(1− 2t))dt

= 1− t+ t2

X3 = 1 +

∫ t

0

(−X2
2 )dt = 1 +

∫ t

0

(−(1− t+ t2)2)dt

= 1 +

∫ t

0

(−(1− 2t+ 3t2))dt

= 1− t+ t2 − t3

X4 = 1 +

∫ t

0

(−X2
3 )dt = 1 +

∫ t

0

(−(1− t+ t2 − t3)2)dt

= 1 +

∫ t

0

(−(1− 2t+ 3t2 − 4t3))dt

= 1− t+ t2 − t3 + t4

のように計算が進むが、最後に新しい項が加わるのみで低次の項の係数は変わらないことが分かる。このこと

を利用して、常微分方程式の右辺の評価時のベキ級数演算の全ての中間変数を保存しておき、加算、減算、乗

算時に既に計算されている低次の項は計算せずに前回の中間変数からコピーすれば、同じ値を何度も計算する

無駄を省くことが出来る。

数学関数や除算は加算、減算、乗算の組み合わせに展開されるので、これらを含む場合も問題なく無駄を削

減できる。但し、数学関数の Taylor展開の展開項数が徐々に増加するので毎回計算式が異なる ( = 中間変数

の数も違う) ことになり、注意深くプログラムする必要がある。

10 ステップ幅の自動調節

第 6節の定積分や第 7節の初期値問題において、長い区間に渡って計算するためには積分区間を分割する必
要がある。

初期値問題の計算は 7.6節で述べた通り。定積分は、第 6節のアルゴリズムにおいて c = a(分割された区間
の左端)と置いて計算する。すなわち、区間 [ti, ti +∆t]における積分∫ ti+∆t

ti

f(t)dt

を次のように計算する。
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(1) n次のベキ級数
x(t) = 0 + t (+0t2 + · · ·+ 0tn)

に対して、

y(t) =

∫ t

0

f(ti + x(t))dt

を [0,∆t]を定義域とした Type-II PSAで計算する。
(2) 計算結果 y(t)を

y(t) = y1t+ y2t
2 + · · ·+ yn+1t

n+1

とすると、積分値は y(∆t) で得られる。

このとき、精度と計算時間のバランスを取るために、ステップ幅を自動調節することが望ましい。精度保証

付きで計算を行っている場合、その箇所の計算で混入した誤差を正確に把握することが出来るため、その誤差

がある一定値以下になる範囲内でなるべく大きなステップ幅を取る、という戦略が考えられる。本節では、そ

の方法の一例を示す。

第 6節の定積分、第 7節の初期値問題はともに、精度保証を行う部分では Type-II PSAを用いている。し
かし、Type-II PSAではその演算の定義域を予め定める必要があり、その定義域はステップ幅に依存して決
まるため、ステップ幅を決めない状態では Type-II PSAを使うことは出来ない。そこで、次の手順で計算を
行う。ε0 を 1ステップで混入する誤差の目標値とする。例えば machine epsilon。

(1) Type-I PSAを用いて Taylor展開を計算し、その係数を見て適切なステップ幅 ∆t0 を推定する。Type-I
PSAで計算された Taylor展開を

x0 + x1t+ x2t
2 + · · ·+ xn−1t

n−1 + xnt
n

として、

∆t0 =
ε

1
n
0

max(|xn−1|
1

n−1 , |xn|
1
n )

とする。

(2) ステップ幅 ∆t0 を用いて Type-II PSAを使って精度保証付きで 1ステップの計算を行う。
(3) ステップ幅 ∆t0 で計算して実際に混入した誤差を εとして、新しいステップ幅を

∆t1 = ∆t0

(ε0
ε

) 1
n

で推定する。ただし、nは Taylor展開の次数。
(4) ステップ幅 ∆t1 を用いて Type-II PSAを使って精度保証付きで 1ステップの計算を行う。

現状この方法でそこそこ動いているようにみえるが、理論的な裏付けも乏しいし、これでベストとは考えてい

ない。より良い方法は常に募集中である。
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